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PRATARME

Si mokomoji knyga skirta vidurinés mokyklos aukstesniujy klasiy moksleiviams arba
norintiems savarankiskai tobulinti matematines Zinias. Autorius stengési parengti tokia knyga,
kuri buty naudinga tiems, kurie primirSo matematika, ir tiems, kurie nori pagilinti savo
matematines Zinias. Turint omenyje, kad dauguma Sios knygos skaitytojai — buisimieji aukStyjuy
mokykly studentai, tai autorius stengési terminologija kiek galima priartinti prie terminologijos
priimtos aukstosiose mokyklose ir pateikti papildomos medZiagos, kuri gali biiti naudinga toliau
studijuojant aukstosiose mokyklose. Pirmiausia tai biity matematinés logikos savokos, ivairios
skaiciy aibés, ribos, iSvestiniy bei integraly savokos.

Mokomaja knyga sudaro 21 skyrius, kiekvienas juy suskirstytas { skyrelius. Pirmasis
skyrius skirtas matematinés logikos pradmenims, antrajame — aibiy teorijos pagrindinés savokos,
nuodugniai iSdéstyta realiyju skaiciu teorija. Treciasis — dvyliktasis skyriai skiriami algebros
kurso medziagai. Penktajame skyriuje papildomai nagrinéjami kompleksiniai skaiciai ir ju
savybés. Cia platiau gvildenama lygéiy ir ju sistemy ekvivalentumas, lygéiu ir nelygybiy
sprendimo metodai, nagrinéjamas iracionaliyjy lyg€iy ir nelygybiu sprendimas.

Tryliktasis — SeSioliktasis skyriai skirti trigonometriniy funkcijy apibrézimui, ju savybiy
nagringjimui. Cia iSnagrinéti pagrindiniai trigonometriniy lygéiy ir nelygybiy sprendimo
metodai. Septynioliktajame — dvideSimt pirmajame skyriuose i§déstyta analizés pradmeny kurso
medZiaga. Siuose skyriuose, kaip tik ir stengtasi visa pateikiama medZiaga kiek galima priartinti
prie aukStosiose mokyklose vartojamy savoky ir terminologiju.

Visuose skyriuose po teorinés medziagos iSsprgsta daug pavyzdziy, kurie padés isisavinti
teoring medZiaga ir iSmokti sprgsti uZdavinius savarankiSkai. Kiekvienas skyrius baigiamas
uzdaviniais savarankiSkam darbui ir ju atsakymais. Teoremy jrodymy ir pavyzdziy sprendimo
pabaiga Zymima simboliu A.

I literatliros saraSa itrauktos knygos, kurias autorius cituoja ar taiko knygos tekste arba
rekomenduoja skaitytojui gilesnéms nagrinéjamos medZiagos studijoms.

Knygoje, be abejo, yra trikumy, taisytinu viety. Autorius bus dékingas visiems
skaitytojams uZ pateiktas kritines pastabas, patarimus, pasitilymus ir pageidavimus. Juos
prasSyciau siysti adresu: bucysk @ gmail.com.

NuosirdZziai dékoju Klaipédos universiteto prof. dr. J. Januténénei ir mokytojai
metodininkei R. Jakubauskaitei, atidZiai perskaiiusioms rankraSt] ir pateikusioms vertingy

pastaby.
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1 SKYRIUS. MATEMATINES LOGIKOS PRADMENYS

1.1. MATEMATINES LOGIKOS SAVOKA

Zmogui daZnai triiksta Ziniy apie koki nors ji dominantj objekta. Kai néra galimybiy
pasinaudoti informacijos Saltiniais, tenka bandyti pa¢iam gauti reikalingas Zinias. Ziniy trikuma
galima papildyti atliekant bandymus ir stebéjimus arba samprotaujant.

Samprotaudami susiduriame su dvejopo pobudZio Ziniomis: vienas jau turime, o Kkitas
iSvedame i§ ju samprotavimais. Pirmasias vadiname prielaidomis, o antrasias — iSvadomis.
Vadinasi, samprotaudami i tam tikry prielaidy gauname vienokias ar kitokias iSvadas. Taciau
kaip suZinoti, ar tos iSvados teisingos?

Dar senov€je Zymiausi mastytojai stengési nustatyti tokias samprotavimo taisykles,
désnius, schemas, kuriomis remdamiesi galéty apsisaugoti nuo klaidingy iSvady, samprotauty
tiktai teisingai. Buvo sukurtas mokslas apie teisingo samprotavimo biidus — logika.

Logika, kaip savarankiSkas mokslas, susiformavo IV amZiuje p. m. e. Vienu i§ jos kiir¢ju
laikomas graiky filosofas Aristotelis (384 — 322 m. p. m. e.) Aristotelio sukurtoji logikos sistema
iSliko iki misy dieny. Ji vadinama formaligja logika, nes ji tiria tokius samprotavimo
désningumus, kurie priklauso ne nuo mastymo turinio, o nuo jo formos, nuo minc¢iy struktiiros.

Kiekviena moksliné teorija vystydamasi pasiekia toki abstrakcijos laipsni, kai iSkyla
biitinybé ivesti simbolius savokoms ir rySiams tarp ju Zyméti. [vedus simbolius, atsirado
galimybé formalizuoti logikos désnius, taikyti matematinius metodus, sudaryti logikos
nagriné¢jamy objekty matematinius modelius.

Logikos matematizavimo idéja pirmasis pasitlé vokieCiy matematikas Gotfridas
Leibnicas (1646 — 1716). Jis mané, kad visas turimas Zinias galima i$skaidyti { papras¢iausius
elementus, pazyméti juos specialiais simboliais, apibréZti veiksmy su tais simboliais taisykles —
ir bus nauja algebra, kuri padés lengvai gauti naujas teisingas iSvadas, patikrinti, ar teisingi
ivairiis samprotavimai. Anot Leibnico, ivedus tuos simbolius, visiems, net ir filosofams, nereikés
irodinéti savyjy tiesy, stengiantis vienam kita perrékti, uZteks sédus prie stalo paskaiciuoti, kurio
tiesa ir kurio — ne. Taciau §i Leibnico id¢€ja, kaip véliau paaiskéjo, i$ principo nejgyvendinama.

IS dalies Leibnico mintis savo darbuose realizavo airiy matematikas DzordZas Bulis (1815
— 1864). Jis sukiir¢ algebra, kurios metodai ir désniai véliau buvo pritaikyti matematizuojant
logika. Palaipsniui susikiiré nauja matematiné teorija — matematiné logika, kuri savo ruoZztu

sudaré rimtas prielaidas tolesniam matematikos vystymuisi. PaaiSkéjo, kad matematiné logika



glaudZiai susijusi su algoritmy teorija. Jos reikSmé¢ ypaC iSaugo skaiiavimo maSiny ir
kompiuteriy sukiirimo ir jy tobulinimo laikotarpiu.
Matematiné logika svarbi ir paciai matematikai. Vartojant jos simbolius, galima trumpai

uZraSyti matematinius teiginius.

1.2. TEIGINIAL PREDIKATAI IR KVANTORIAI

Kad apibréZtume teigini, iSnagrinékime keleta sakiniy:

1. Profesorius iéjo i kabineta su knyga rankoje.

2. Kodél vakar nebuvai paskaitoje?

3. Sesi daugiau uz penkis. (Galima ir taip uZrasyti: 6>5.)
4. 52 dalijasi i§ 13.

5.25+(=36)>0.

Antrasis sakinys yra klausiamasis. Kiti sakiniai teikia tam tikra informacija. Visais atvejais,
iSskyrus antraji, galime vienareikSmiskai nustatyti, ka tie sakiniai teigia: tiesa ar netiesg.

1 apibrézimas. Sakinj, kuris isreiskia tiesq arba netiesq, vadinsime teiginiu.

Teigini galime uzraSyti raidémis arba kitokiais simboliais. Jeigu teiginys iSreiskia tiesa, tai
ji vadinsime teisingu, jeigu netiesa — neteisingu. PavyzdZiui, 3 — sis ir 4 — sis yra teisingi
teiginiai, o 5 — sis sakinys yra neteisingas teiginys.

Teiginius Zymeésime mazosiomis raidémis su indeksais arba be juy, pavyzdziui, p, g, r ir
pan. Bet kokio teiginio p teisingumui Zymeéti vartosime simbolj 7(p) ir raSysime:

7(p) =1, kai teiginys p teisingas,

7(p) =0, kai teiginys p neteisingas.

Funkcija 7(p) vadinsime teiginio p teisingumo reikSme. Ne visuomet yra lengva nustatyti
konkretaus teiginio teisingumo reikSmg.

Matematikoje daugelio teiginiy teisingumas nustatomas jrodymais, t.y. seka tam tikry
samprotavimy, paremty logikos désniais ir vieny teiginiy iSvedimo i$ kity teiginiy taisyklémis.
Tokie teiginiai vadinami teoremomis. Matematin¢ logika nagrinéja, kaip nustatyti teiginio
teisingumo reikSme, kai teiginys yra sudétingas, t.y. sudarytas i$ keliy kity teiginiy.

Kaip jau matéme, yra sakiniy, kurie néra teiginiai (2 — sis sakinys). ISnagrinékime dar

keleta pavyzdZziy.

6. 5x+3>0,
7.a+b=b—-a,
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8. (a+b)c=ac—bc,
9. x> +2x-3<0.

IS pirmo Zvilgsnio atrodyty, kad visi Sie teiginiai kazka teigia. Taciau ka jie teigia — tiesg ar
netiesa — nustatyti negalima. Taip yra todé¢l, kad Siuose sakiniuose veiksnys yra kintamasis.
Paémg viena kintamojo reikSme, galime gauti teisinga teigini, paémg kita reikSme¢ — neteisinga.
Pavyzdziui, 6 —asis sakinys tampa teisingu teiginiu, kai x >—0,6, ir neteisingu, kai x<—-0,6.

2 apibrézimas. Sakinj su vienu ar keliais kintamaisiais, kuris tampa teiginiu vietoje
kintamyjy jrasius konkrecias jy reiksmes, vadinsime predikatu.

Predikatus Zymésime didZiosiomis raidémis, tarp skliausty nurodydami i ji ieinancius
kintamuosius. PavyzdZiui, 6 — 9 sakinius galime uZraSyti kaip predikatus: P(x), Q(a,b),
R(a,b,c), T(x).

Turédami koki nors predikata P(x), Zinomy x reikSmiuy visuma galime skirti | dvi dalis: {
tas x reikSmes, su kuriomis predikatas P(x) yra teisingas teiginys, ir 1 tas x reikSmes, su
kuriomis predikatas P(x) — neteisingas teiginys. Todé¢l kiekvienas predikatas P(x) apibréZia
aibg, Zymima

{x|P(x)},
— visuma ty x reikSmiy, su kuriomis predikatas P(x) yra teisingas teiginys. Vadinasi,
jei P(a) teisingas, tai ae {x|P(x)},
jei P(a) neteisingas, tai a ¢ {x|P(x)}.
Pavyzdziui, jei P(x) reiskia anks¢iau minéta 6 — aji sakini, tai
WP} ={af5x+3> 0}= (0,6, +0).
Pastaraji intervala gauname iSsprendg nelygybg 5x+3 >0, t.y. radg tas x reikSmes, su kuriomis
sakinys 5x+3 >0 tampa teisingu teiginiu.

Pazymésime, kad vidurinéje mokykloje sprendZziamos lygtys, nelygybes, juy sistemos yra
sakiniai su kintamaisiais, taigi predikatai. Jas sprendziant ieSkoma atitinkamais predikatais
apibrézty aibiy.

Predikatus paversti teiginiais galima dvejopai. Pirmaji biida, kai vietoje kintamojo
iraSomas konkretus objektas, jau aptaréme. Antrasis biidas pagristas kvantoriy naudojimu.

Dazniausiai naudojami du kvantoriai — bendrumo ir egzistavimo. Terminas ,,kvantorius* kiles

i§ lotynisko zZodzio quantum — ,kiek* ir kiekybiSkai apibiidina teigini.
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Simboliu V Zymésime bendrumo kvantoriy; ji vartosime vietoje ZodZiy ,,bet kuris®,
,kiekvienas®, ,visi“. Pavyzdziui, teigini ,,Kad ir koks biity realusis skaiCius x, visada
5—x=54(—x) uZraSome taip:

Vxe R: 5—x=5+(—x).

Simboliu 3 Zymésime egzistavimo kvantoriy; ji vartosime vietoje ZodZiy ,,egzistuoja
bent vienas®, ,,galima rasti“. PavyzdZiui, teigini ,,Galima rasti tokia natiiraliaja x reikSmg, su
kuria 6+ x =8 uZraSome taip:

dxe N: 6+x=8.

IS predikato P(x) galime gauti teiginius, paraSydami prieSais ji bendrumo arba

egzistavimo kvantoriy. Sakiniai: Vx P(x) — su visais x predikatas P(x) yra teisingas, 3x P(x)

— egzistuoja toks x, su kuriuo predikatas P(x) teisingas, jau yra teiginiai.
1.3. LOGINES OPERACIJOS

Teiginiai skirstomi | paprastuosius ir sudétinius. Paprastuoju laikomas toks teiginys,
kurio negalima suskaidyti i jokius kitus teiginius. Jeigu teigini galima suskaidyti i keleta
paprastesniy savarankiSky teiginiy, tai jis vadinamas sudétiniu.

Sudétiniai teiginiai sudaromi iS kity teiginiy (paprasty arba taip pat sudétiniy) sujungiant
juos loginémis jungtimis. ISskirsime Sitokias penkias jungtis:

1. netiesa, kad;

2. arba;

3. 1r;

4. jeigu ... , tai;

5. tada ir tik tada, kai.

Sudétiniy teiginiy sudaryma naudojantis Siomis jungtimis vadinsime loginémis
operacijomis. Priklausomai nuo vartojamos jungties, loging operacija vadinsime atitinkamai
neigimu, disjunkcija, konjunkcija, implikacija ir ekvivalencija.

1 apibrézimas. Jeigu p - teiginys, tai teiginj ,,Netiesa, kad p “ (arba sakoma ,,Ne p )
vadinsime teiginio p neiginiu ir Zymésime ; arba p.
Neiginio teisingumo reikSmeé yra
7(p)=1-7(p).
Taigi ; yra teisingas teiginys tada ir tik tada, kai p — neteisingas. PavyzdZiui, jeigu p
paZymeésime neteisinga teigini ,,15 dalijasi i§ 4%, tai ; bus teisingas teiginys ,,Netiesa, kad 15
dalijasi i§ 4.
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2 apibrézimas. Jeigu p ir g teiginiai, tai teiginj ,, p arba q “ vadinsime teiginiy p ir g
disjunkcija ir Zymésime pv q.

Teiginiy p irg disjunkcija yra neteisingas teiginys tada ir tik tada, kai p irg abu
neteisingi.

1 pavyzdys. Jeigu teiginiai:

p—-,43-16>0% 17(p)=0,

q —,,18 yra pirminis skaicius“, 7(q)=0,

r —,,20 dalijasi 1§ 5%, 7(r)=1,

tai 7(pvr)=1, t(rvg)=1, 7(pvg)=0, t(pvgvr)=1. A

3 apibrézimas. Jeigu p irq teiginiai, tai teiginj ,, p ir q “ vadinsime teiginiy p ir q
konjunkcija ir Zymésime pAq.

Teiginiy p ir ¢ konjunkcija yra teisingas teiginys tada ir tik tada, kai pir ¢ abu teisingi.

2 pavyzdys. Jeigu teiginiai:

p — ,.trikampio vidaus kampy suma lygi 7, 7(p)=1,

q-,2-2=5% 1(q)=0,

r—,15-9>0% z(r)=1,

tai 7(pAr)=1, 7(raq)=0, 7(pArg)=0, T(pAgar)=0. A

4 apibrézimas. Jeigu p irqg teiginiai, tai teiginj ,,jeigu p, tai q “ vadinsime teiginiy
p ir q implikacija ir Zymésime p = q .

Teiginiu p ir g implikacija yra neteisingas teiginys tada ir tik tada, kai p teisingas, o ¢
neteisingas.

Implikacija p = ¢ galime skaityti dar ir Sitaip:

,I8 p iSplaukia ¢ “, ,,q tada, kai p*, ,, p yrateiginio ¢ pakankamoji salyga®“, ,,q yra
teiginio p biitinoji salyga*.

Kai matematinis ,, p=>¢*“ pavidalo teiginys yra teorema, tai teiginys p vadinamas
teoremos salyga, o g — jos iSvada. Sukeite teoremos p = ¢ prielaida ir i§vada vietomis,
gauname teorema g = p , kuri vadinama atvirksStine duotajai. Kai teorema p = ¢ yra teisinga,
atvirkstiné jai gali buti ir teisinga, ir neteisinga. Pavyzdziui, teorema ,,Jei keturkampis yra
rombas, tai istrizainés viena kitai statmenos® yra teisinga, o jai atvirkStiné teorema ,Jei
keturkampio istrizainés yra statmenos viena kitai, tai jis — rombas‘ yra neteisinga.

5 apibrézimas. Jeigu p ir g teiginiai, tai teiginj ,, p tada ir tik tada, kai q “ vadinsime

teiginiy p ir g ekvivalencija ir Zymésime p < q.
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Ekvivalencija p < ¢ yra teisingas teiginys, kai p ir g teisingumo reikSmés sutampa, ir
neteisingas, kai p ir ¢ teisingumo reikSmeés skiriasi.

Ekvivalencija p < g galime skaityti dar ir Sitaip:

,, p biitina ir pakankama, kad biity ¢ *, ,, ¢ biitina ir pakankama, kad biity p *.

3 pavyzdys. Jeigu teiginiai:

p —,.skaiCius e yrairacionalusis®, 7(p)=1,

q—,2-3=5% 1(9)=0,

r—,11-91<0%, z(r)=1,

t —,lygtis x> +1=0 turi dvi realias $aknis“, 7(t)=0,

tai t(per) =1, t1reg)=0, 1(peg)=0, 1(get)=1. A

Sudarysime loginiy operacijy teisingumo reikSmiy lentelg:

p qg | @lpve) | tlprg | ©(p=q) | 1(p=9q)
1 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 0
0|0 0 0 1 1

Neigimo operacija yra unitariné, t.y. atlieckama su vienu teiginiu. Visos kitos operacijos

yra binarinés, nes jos atlieckamos su dviem teiginiais.
1.4. LOGIKOS DESNIAI

Suformuluosime svarbiausius logikos désnius, kurie remiasi ilgaamZe mastymo patirtimi ir
iSplaukia i§ pagrindiniy formy teisingumo reikSmiy nustatymo désniy.
1. Dvigubo neigimo désnis. Teiginio p neiginio neiginys ; yra logiskai ekvivalentus
teiginiui p :
pep.
2. NeprieStaravimo désnis. Du vienas kitam priesingi teiginiai p ir ; negali biti vienu

metu teisingi:

(pAp)=0.
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3. Negalimo treciojo désnis. IS dviejy priesingy teiginiy p ir E vienas visuomet yra
teisingas:

(pvp)=1.
4. Teisingos iSvados désnis (modus ponens). I teisingos prielaidos isplaukia tik teisinga
isvada.
5. Neteisingos iSvados désnis (modus tollens). Neteisinga isvada isSplaukia tik is

neteisingos prielaidos t.y.

(p=>q9)=(qg=Dp).
1.5. AKSIOMOS IR TEOREMOS

Kiekvienoje matematikos srityje vartojamos tiek bendros visai matematikai, tiek ir
specifinés, tik tai sri¢iai bidingos savokos. Naujos savokos turi biiti apibréZztos.

1 apibrézimas. Matematinés sqvokos apibréZimu (definavimu) atskleidZiami budingiausi
tos sqvokos bruoZai, nusakomas jos turinys arba esme.

Remiantis apibréZimu, apibréztaji objekta galima iSskirti i§ kity jam artimy objekty. Nauja
savoka galima ivairiai apibrézti. Labiausiai paplites apibréZimo budas, kai nurodoma giminé ir
risinis skirtumas. Pavyzdziui, apibréZime ,,Rombas yra lygiagretainis, kurio gretimos krastinés
lygios* nurodyta giminé (lygiagretainis) ir riiSinis skirtumas ( gretimy krastiniy lygumas).

ApibréZzdami kurig nors nauja savoka, remiamés jau Zinomomis sagvokomis. Pastarosios
savo ruoZtu yra apibréZiamos, remiantis veél kitomis sagvokomis. Savaime suprantama, kad toks
vienu savoku apibiidinimas, naudojantis kitomis savokomis, negali tgstis be galo. Bet kurios
teorijos kiirima tenka pradéti nuo savokuy, kurios jvedamos be specialaus apibrézimo. Juy prasmé
yra daugiau ar maZiau visiems aiSki arba aiSkinama pavyzdZziais.

2 apibrézimas. NeapibréZiamos sqvokos vadinamos pirminémis, arba pagrindinémis.

Pavyzdziui, aibé, elementas, atitiktis yra vienos i$ pirminiy visos matematikos savokuy.

Kiekviena matematikos Saka turi ir savas pirmines savokas. PavyzdZiui, aritmetikos
pirminé savoka yra natiirinis skaicius, geometrijos — taskas, tiesé, plokStuma, atstumas ir t.t.

Pirminéms savokoms iSskirti 1§ kity formuluojami tam tikri teiginiai, vadinami
aksiomomis. Aksiomos nusako esminius pirminiy objekty bruoZus.

3 apibrézimas. Aksiomos yra pirminiai teiginiai, kuriy teisingumas priimamas be
irodymo.

Aksiomos yra biitinos, pradedant kurti bet kuria nauja matemating teorija. IS tikryjy, irodyti
koki nors teigini — reiskia iSvesti ji i$ kity jau jrodyty, teisingy teiginiy. Taciau iS ko iSvesti

pacius pirmuosius teiginius? Suprantama, aksiomos néra absoliuc¢ios — jas galima parinkti
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tvairiai. Kurie teiginiai bus paimti kaip aksiomos, o kurie i§ pastaryjy iSvesti — priklausys nuo
teorijos autoriy, ju patirties, tradicijy, patogumo ir kity faktoriy.

Kiekvienas teiginys, kuris néra aksioma turi biiti jrodytas.

4 apibrézimas. Teiginys t, kurio teisingumas patvirtinamas arba paneigiamas jrodymo
biidu, vadinamas teorema.

Teoremos paprastai formuluojamos sudétiniais sakiniais. Pirmaja teoremos dalj, dazZnai
prasidedancia ZodZiu ,,jeigu®, vadiname teoremos salyga, antraja dali, prasidedancia ZodZiu
,»tai“,vadiname teoremos iSvada. Tokios teoremos pagal savo loging schema yra implikacijos.

5 apibrézimas. Maqstymo procesas, kurio metu nustatoma, kad teiginio t teisingumo
reiksmé lygi 1 (t.y. 7(t) =1), vadinamas teoremos t jrodymu.

Teorema turétume vadinti kiekviena jrodoma teigini, bet praktiSkai taip vadinami tik
svarbesni i§ ju. Pavyzdziui, teigini ,,Lyginiy sveikyjuy skaiciy suma yra lyginis skaicius®™ biity
nelogiSka vadinti teorema, nes tai jau labai akivaizdus tvirtinimas.

6 apibrézimas. Pagalbinis teiginys, naudojamas vienos ar keliy teoremy jrodymui,
vadinamas lema.

Taciau, pavyzdZiui, teiginio, Zinomo Pitagoro teoremos pavadinimu, niekas nepavadins
lema ar tiesiog tvirtinimu, nes tai vienas svarbesniy geometrijos désniy ir anaiptol neakivaizdus.
Skirstymas | lemas, teoremas ar tiesiog tvirtinimus yra reliatyvus, priklausantis nuo déstymo
formos bei autoriaus nuomones.

7 apibrézimas. Kurios nors matematikos srities aksiomy visuma vadinama aksiomy
sistema.

Aksiomy sistemos sudarymas — sunkus uZdavinys. Beje, jis gali buti iSsprgstas
nevienareikSmiSkai. PavyzdZiui, vienoje aksiomy sistemoje teiginys p gali buti priimtas kaip
aksioma, o teiginys g — kaip teorema, kitoje sistemoje gali biiti atvirksSciai: ¢ — aksioma, p —
teorema.

Aksiomy sistemai yra keliami tam tikri reikalavimai, ir kuo geriau sistema juos tenkina,
tuo ji laikoma optimalesne. Pagrindiniai reikalavimai yra Sie:

1. Sistemos minimalumas. Aksiomy sistemoje turi btiti kuo maziau aksiomu. Tai atitinka
bendra poziiir] matematikoje: kuo daugiau teiginiy irodyti, kuo maZziau jy priimti be irodymo.

2. Sistemos nepriestaringumas. Aksiomy sistema laikoma neprieStaringa, jeigu ja
remiantis negalima jrodyti, kad kuris nors teiginys yra ir teisingas, ir klaidingas. Sis reikalavimas
yra kategoriskas, nes prieStaringa aksiomy sistema nieko neverta.

3. Sistemos pilnumas. Aksiomy sistemos pilnumas reiskia reikalavima, kad ja sudaryty
tiek ir tokiy aksiomy, jog biity galima jrodyti arba paneigti bet kurio tos matematikos srities

teiginio teisinguma.
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4. Sistemos nepriklausomumas. Aksiomy sistema vadinama nepriklausoma, jeigu né
viena i§ jos aksiomuy néra kity tos sistemos aksiomy i§vada. Sis reikalavimas glaudZiai siejamas
su pirmuoju.

8 apibreézimas. Kiekviena objekty sistema, kuriai teisinga aksiomy sistema, vadinama tos
aksiomy sistemos interpretacija.

Sakoma, kad matematikos teorija sukurta aksiominiu metodu, jeigu i§ pradziy buvo
nustatytos pirminés savokos ir sudaryta aksiomy sistema, po to remiantis ta sistema jrodyti kiti
teiginiai.

Aksiominis metodas matematikoje naudojamas seniai. Pastaruoju metu jis ypa¢ populiarus,
nes matematikos teorijos, sukurtos aksiominiu metodu, patrauklios savo logine darna,
neprieStaringa vidine struktira.

Jau min¢jome, kad teorema ,Jei p, tai ¢* galime uZraSyti kaip implikacija p=gq.
Taciau tuos pacius teiginius p ir ¢ gali sieti ir kiti implikaciniai saryS$iai. Tod¢l teoremas patogu
skirstyti i tiesiogines, atvirksStines, prieSingasias ir prieSinggsias atvirkstinéms.

Jeiteorema p = ¢ vadinsime tiesiogine, tai sakysime, kad

q = p - atvirkstiné teorema tiesioginei teoremai p = ¢,

; = 5 — priesSingoji teorema tiesioginei teoremai p = ¢,

Z] = ; — priesSingoji teorema atvirkstinei teoremai g = p .

Suprantama, imant konkrecCia teorema, toks skirstymas yra salyginis: daZniausiai bet kuria
i$ ty keturiy teoremy galime laikyti tiesiogine, o kitas tris sudaryti laikantis tos schemos.

IS tiesioginés teoremos teisingumo ne visada iSplaukia jai atvirkStinés ir prieSingosios
teoremy teisingumas. Dabar suformuluosime dvi teoremas apie teoremas.

1.1 teorema. Tiesioginé ir priesingoji atvirkstinei teoremos yra ekvivalencios, t.y.

(P=q)=(q=Dp).
Irodymas iSplaukia i$ neteisingos iSvados ir dvigubo neigimo désniy.
1.2 teorema. Atvirkstiné ir priesingoji teoremos yra ekvivalencios, t.y.
@=p)e(p=4q).

Teoremos irodymas iSplaukia i§ 1 teoremos, sukeitus vietomis p ir q.

Sios teoremos svarbios dél to, kad vienos teoremos jrodyma galima pakeisti kitos teoremos
irodymu. Jeigu tiesioginés teoremos p—=>¢ irodymas sudétingesnis negu prieS§ingosios
atvirkStinei teoremai, tai irodoma pastaroji, o tiesioginés teoremos irodymas iSplaukia i§ 1

teoremos. Toks teoremos irodymas vadinamas netiesioginiu arba priestaros metodu.
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1.6. MATEMATINES INDUKCIJOS METODAS

Matematinés indukcijos metodas yra senas, taCiau nesenstantis jvairiy teoremuy jrodymo
bidas. Sis metodas remiasi Peano aksioma, kuri daznai vadinama matematinés indukcijos
aksioma:

Jei teiginys teisingas, kai n=1, ir is to, kad jis teisingas, kai n=k, ke N, isplaukia, jog
Jis teisingas ir tada, kai n =k +1, tai teiginys teisingas ir bet kuriam natiraliajam skaiciui n .

Irodant teiginio (teoremos) 7'(n) teisinguma matematinés indukcijos metodu, reikia:

1. irodyti (patikrinti), kad teisingas teiginys, kai n =1, t.y. teisingas teiginys 7(1);

2. padaryti prielaida, kad teiginys yra teisingas, kai n =k ir, remiantis Sia prielaida, jrodyti,
kad teiginys teisingas, kai n =k +1, t.y. irodyti, jog T(k) = T (k+1). Tada galima daryti iSvada,
kad teiginys T'(n) teisingas Vne N .

Pavyzdys. [rodykime, kad skaiCius a, = n’—n, ne N, dalusi$ 6.

Irodymas. 1. kai n=1, tai @, =1° —~1=0 — dalus i 6.

2. Tarkime, kad teiginys teisingas, kai n=k, t.y. kad a, = k® —k dalus i§ 6. Tada

a,,, =k+1)’ —(k+D)=k’—k+3k(k+1)=a, +3k(k+1).
Pirmasis démuo dalijasi i§ 6 pagal prielaida; antrasis démuo dalijasi i§ 6, nes jis dalijasi i§ 3 ir i$
2, nes vienas 1S skai¢iy k arba k+1 yra lyginis.

. . e 3 . ey . . - . v
Vadinasi, skaiCius a, =n” —n dalijasi i 6, kai n — bet kuris natralusis skaicius. A

1.7. UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI

1. Nustatykite, kurie i$ Siy sakiniy yra teiginiai:
a) Klaipédoje yra universitetas;
b) Vilnius yra Lietuvos sosting;
¢) Kur yra miestas Londonas?
d) Sausis — SalCiausias ménuo;
e) Slové aukstajam mokslui.
2. Nustatykite, kurios i$ Siy iSraiSky yra teiginiai:

a) 4x5=20; b) 10+8+2=13;
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¢) 30-14; d) x*-5x+6=0; e) 52.
Nustatykite $iy teiginiy teisinguma:
3. p —,,Dulygiaplociai trikampiai yra lygiis*;
4. g —,Realiyjy skaiciy aibé yra kompleksiniy skaiciy aibés poaibis*;
5. r —,ISraiSka ,, 7 ir e yra teiginys*;
6. s —,,Ne visos antrojo uzdavinio iSraiSkos yra teiginiai.
7. Nustatykite, kurios i§ paraSyty iSraiSky yra disjunkcijos:
a) penki arba SeSi; b) (n>3)v(n>06);
c) atvaziuojantis autobusas yra penktas arba asStuntas;
d) B3+8=10)v(3+8=11); e) (7-2=5)Vv9.
Raskite pateikty disjunkcijy teisinguma:
8 p—,,5+2=7)v(3+2=5“ 9. g —,,3x4=10)v(15+2=8)“

8

10. r —,,(z=3)v(z=4)*“ 11. s —, \/p,. Cia p, reiSkia: skaiCius k dalus i$

k=1

12. Sudarykite disjunkcijos pv gvr teisingumo lentelg.
Raskite pateikty konjunkcijy teisinguma:
13. p—,,(x=y)Ax<y)“ 14. g —,,(cosx-tg x=sinx) A(sin2z =0) .
10
15. r —,, A P:» Cia p, reiSkia: skaiCius k dalusi§ 3.
k=1
16. Sudarykite konjunkcijos pAgAr teisingumo lentelg.
17. UZragykite nelygybés x” —6x—1>0 sprendiniy disjunkcija.
Nustatykite Siy sudétiniy teiginiy teisingumo reikSmes, jei 7(p)=7(r)=0, 7(gq)=1:
18. p=>@=r). 19. (p=>q)=r. 20. (pArg)=r. 21. (pvg) =>r.
22. p=>(@gnrr)y. 23 p=(qvr). 24 [(pvg rr]l=[(par)v(gnar)].
25. Nustatykite kada neteisinga implikacija
pi=>{p,=1[p; = (p,= psl}.
26. Patikrinkite, ar ekvivalentis Sie teiginiai:
a) p=>(g=r) ir (pAg)=r; b) (p=>gAr(p=r) it p=(qAr);

o (p=qv(p=r ir (prg)=r; d) (p=>gAr(p=r) ir (pvg)=r.
[rodykite matematinés indukcijos metodu:

1 1 1 1 n
27, —+—+—+...+ = .
1.2 23 3.4 n(n+l) n+l
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28. 1434+54+7+...42n-1)=n>.

» n(n+D)2n+1)
= . .

n(n+1)T
: .

29, 17+2%+3°+4°+...+n

30. P+2°+3+4°+.. .+n° =[

3. 124234344+ (n—T)n= 2D FD

3
32. 1-2-3+2-3-4+3-4-5+...+n(n+1)(n+2):”(””)(”:2)(“3).
.on+l
SIn——«& no
33. sina+sin2a+sin3a+...+sinnaz—za-sin—.
sin — 2
2
5 0 sin2"" or
34. cosa-cos2a-cos2-...-cos2" ¥ =—"—.
2" sin

35. (a,+a,+a,+a,+...+a,)’ =a} +a; +a; +...+a. +2(aa, +a,a,+...+a, a,).

1 1 1 1 13

36. + + +o—>—.

n+l n+2 n+3 2n 24
ATSAKYMAI

L.a, b, d 2.a b d 3.72(p)=0. 4 7(g)=1. 5. 7(r)=0. 6. 7(s)=1. 7.b, ¢, d. 8.
w(p)=1. 9. 2(q)=0. 10. 7(r)=0. 11. z(s)=1. 12. pvgvr neteisingas, tik kai
t(p)=1(g)=7(r)=0. 13.7(p)=0. 14. 7(g)=1, 15. 2(r)=0. 16. prgAr teisingas, tik
kai 7(p)=7(q)=7(r)=1. 17. (x<3-10)v(x>3++10). 18. 7(p=(g=r))=1.

19. 7(p=>q)=>r)=0. 20. z(pArg)=r)=1. 2L T((pv ) =) =0.22. 7(p= (g Ar))=1.
23. t(p=(qvr)=1.24. t{[(pv@)Arrl=[(pAr)vigar]}=1.

25. 7(p))=7(p,)=7(p;)=7(p,) =1, 7(ps)=0. 26. Visi ekvivalents.

Pastaba: Norintys isigyti visa $ia elektroning knyga, kreipkités i knygos autoriy elektroniniu

paStu bucysk@gmail.com arba telefonu +37061483538.
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